
⻋辆横向控制 1

⻋辆横向控制

Created

Tags

Author 欧亚明 & 毕志海

0. 基础知识

0.1 ⻋辆模型
平⾯运动，因此描述⻋量状态的量有三个 ,即坐标和航向⾓。

主要假设是A点的速度向量和B点的速度向量的⽅向和A、B轮的朝向是保持⼀致的，也就是忽略了侧滑的因素，
轮⼦只有切向速度，没有法向速度。这样的假设再低速的情况下也算是合理。因为轮胎的侧向⼒是：

当速度较⼩时，侧向⼒很⼩，可以忽略。记住建模的⽬的始终是将复杂的问题简单化、数学化，没有说复杂的模型

的更好，要在模型的复杂度和模型精度之间做好权衡。
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航向⾓是汽⻋朝向和正东⽅向的夹⾓。

⻋辆⻓度  . 点是瞬时转动中⼼，定义为A和B的法线的交点。汽⻋路径的转弯半径 定义为OC。汽⻋
质⼼的速度垂直于OC。速度和线段AB的夹⾓定义为汽⻋的滑移⾓ . 汽⻋的Course angle 定义为 . 对于
三⾓形OCA来说，有以下关系：

L = l +r lf O R

β γ = ψ+ β
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对于三⾓形OBC来说：

对（0.1）展开得（0.3），两边同乘 , 对（0.2）展开得（0.4），两边同乘 ,得到：

（0.5）和（0.6）相加得：

假设汽⻋的速度较慢，半径 变化得很慢，这时可以认为汽⻋航向⾓得变化率等于汽⻋的⾓速度：

根据(0.8)，（0.7）可以改写为：

所有状态量的⽅程可以写为：

模型有三个输⼊： . 速度 是外部变量，可以是时变的函数，也可从纵向汽⻋模型中获取。

滑移⾓ 可以联合式⼦（0.5）和（0.6）得到：

以上只是简化的模型，我们认为转弯时前轮的⾓度相同。其实在转弯是绕瞬时转动中⼼运动的过程，两个轮⼦的转

⾓肯定是不相同的（相同的话两法线平⾏，没有瞬时转动中⼼的存在，这样的转弯肯定是不流畅的），现在可以看

看两⾓度的差值⼤⼩和什么因素有关，以反映在什么情况下，上⾯的运动学简化模型可能存在较⼤误差。

=
ℓf

sin δ − β( f )
(0.1)

R

sin − δ( 2
π

f )

=
ℓr

sin β − δ( r) (0.2)
R

sin + δ( 2
π

r)

cos(δ )f
ℓf

cos(δ )r
ℓr

tan δ cos(β) −( f ) sin(β) = (0.5)
R

ℓf

sin(β) − tan δ cos(β) =( r) (0.6)
R

ℓr

tan δ − tan δ cos(β) ={ ( f ) ( r)} (0.7)
R

ℓ + ℓf r

R

=ψ̇ (0.8)
R

V

=ψ̇ tan δ − tan δ (0.9)
ℓ + ℓf r

V cos(β)
( ( f ) ( r))

= V cos(ψ+ β) (0.10)Ẋ

= V sin(ψ+ β) (0.11)Ẏ

= tan δ − tan δ (0.12)ψ̇ ℓ +ℓf r

V cos(β) ( ( f ) ( r))

δ , δ ,Vf r V

β

β = tan (0.13)−1 (
ℓ + ℓf r

ℓ tan δ + ℓ tan δf r r f )
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假设瞬时转动半径 , 且 很⼩。这个模型⾥ ， 很⼩, ⽐较⼤，所以其实 也是⼀个⼩量，那么我们

可以把（0.12）近似为：

其中 , ⼜因为 , 两个转⾓可以表⽰为：

所以前轮两转⾓的偏差为：

可以看出其实和 相关，并且 , 转弯半径越⼩，两轮的转⾓偏差越⼤，也就是说转⼤弯时，以上的⼀些假设
可能不成⽴，模型误差较⼤。实际上这个问题可能在机械结构设计的时候就考虑进去了，具体的也不是很懂，可能

可以设计⼀个传动机构，使得两轮保持基本不变的转⾓差，保证转弯的平滑性。

R≫ L β δ =r 0 β R δf

≈
V

ψ̇
=

R

1
(0.14)

L

δ

δ = (δ +0 δ )/21 R≫ ℓw

δ = (0.15)o R+ 2
ℓw

L

δ = (0.16)i R− 2
ℓw

L

δ −i δ =o ℓ =
R2
L

w δ (0.18)2

 L
ℓw

δ δ = L/R
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0.2 ⻋辆横向动⼒学模型
前⾯的运动学模型都是假设⻋辆在低速⾏驶的情况下成⽴的，到了⾼速，轮⼦就要考虑侧向滑移，速度⽅向不再和

轮⼦朝向⼀样了，这时候需要上动⼒学模型。

图展⽰的是2⾃由度的模型，侧向位置 和⻋辆偏航⾓ 。 的测量是从⻋辆的横轴到瞬时转动中⼼ 点的距离。 ⾓

是⻋辆的 轴和全局坐标的 轴之间的夹⾓。质⼼的纵向速度表⽰为 。

忽略斜坡的影响，⽤⽜顿第⼆定律建模：

其中 是沿着执⾏y轴⽅向的⻋辆的惯性加速度， 和 分别是前后轮的轮胎侧向⼒。 由两部分组成，分别是

沿着 轴运动的加速度和向⼼加速度：

y ψ y O ψ

X X Vx

ma =y F +yf F (0.19)yr

ay Fyf Fyr ay
y



⻋辆横向控制 6

因此由上⾯两个式⼦可以得到⼒平衡⽅程：

Z轴的⼒矩平衡⽅程为：

这⾥⽐较迷惑的就是，这个轮胎的侧向⼒怎么得到呢？通过实验发现，在滑动⾓是⼩⾓度的时候，轮胎侧向⼒和滑

动⾓是成⽐例关系的。这⾥的滑动⾓和运动学模型的滑移⾓定义还不⼀样（英⽂都是slip angle）。滑动⾓定义为轮
胎的朝向和轮⼦的速度⽅向之间的夹⾓

也就是前轮的滑动⾓定义为：

因为这⾥的⻋辆模型，应该是假设后轮不能转动的，因此，后轮的滑动⾓为：

那么两个轮胎的侧向⼒就直接被定义成：

其中，系数2是因为前后各两个轮， 是⽐例常数，⻋辆术语中叫做侧偏刚度。对于前后轮两个 是怎么求的呢？

为什么是这样呢？直观上去想， 是沿着Z轴⽅向的转⾓，满⾜右⼿定则，那么前轮的yaw⽅向和y轴的速度⽅向⼀
致，那么后轮就是和y轴速度相反了。从别⼈的blog⾥找到这张图可以理解得好⼀点。

a =y +ÿ V (0.20)xψ̇

m( +ÿ V ) =ψ̇ x F +yf F (0.21)yr

I =z ψ̈ ℓ F −f yf ℓ F (0.22)r yr

α =f δ− θ (0.23)V f

α =r 0 − θ =V r −θ (0.24)V r

F =yf 2C δ− θ =αf ( V f ) 2C α (0.25)αf f

F =yr 2C −θ =αr ( V r) 2C α (0.26)αr r

C θ

tan θ = (0.27)( V f ) Vx

V +ℓy f ψ̇

tan θ = (0.28)( Vr ) Vx

V −ℓy r ψ̇

ψ
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⼩⾓度的时候，假设 ,那么两个 ⾓可以直接求出来：

代⼊⽅程(0.25),(0.26),(0.29)以及(0.30)到⽅程(0.21)和(0.22)中，得到系统的状态空间模型为：

0.3 针对路⾯误差的动⼒学模型
上⾯的状态空间⽅程状态量是 轴的速度、加速度以及 轴的速度和加速度，但是在⻋辆横向控制的任务中，我们需

要关⼼的状态量是⻋辆质⼼距离中⼼点的距离误差、速度以及⻋辆航向⾓的误差和速度。所以需要对（0.31）的状
态⽅程转化⼀下。定义以下状态量：

, 是⻋的质⼼和道路中⼼线的距离（ ）

, 是⻋辆针对于道路的航向⾓误差( )

e考虑⻋辆的纵向速度 恒定，转弯半径 很⼤，因此之前⼀些⼩⾓度近似的假设都仍然成⽴。这⾥定义了汽⻋航向

⾓期望的变化速率：

汽⻋期望的加速度可以写为：

关于 和 的定义，书上给出的是：

V =y ẏ θ

θ = (0.29)V f Vx

+ℓẏ f ψ̇

θ = (0.30)V r Vx

−ℓẏ r ψ̇

(0.31)
⎩
⎨

⎧ ẏ

ÿ

ψ̇

ψ̈
⎭
⎬

⎫

= + δ

⎣

⎡ 0
0
0

0

1
−

mVx

2C +2Cαf αr

0

− I Vz x

2ℓ C −2ℓ Cf αf r αr

0
0
0

0

0
−V −x mVx

2C ℓ −2C ℓαf f αr r

1

− I Vz x

2ℓ C +2ℓ Cf
2

αf r
2

αr ⎦

⎤

⎣

⎡ y

ẏ

ψ

ψ̇ ⎦

⎤

⎩
⎨

⎧ 0

m

2Cαf

0

Iz

2ℓ Cf αf
⎭
⎬

⎫

Y Z

e1 y

e2 ψ

Vx R

=ψ̇des (0.38)
R

Vx

=
R

Vx
2

V (0.39)xψ̇des

e1 e2

2
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的定义好理解，但是 的定义呢？Y轴的加速度 + 向⼼加速度 - 期望的加速度，合理。如果 是⼀个定值的情况

下，那么式⼦（0.40）积分可以得到:

如果 不是常数，那么就需要带着积分符号了：

这样的话要看 ⻓什么样了，⾄少是⼀个时变的，⼀定⾮线性？书中说是⾮线性时变，不利于控制，我没看出来这

⾥⼀定⾮线性了， 肯定带有t，如果那么积分⾄少出来关于时间的⼆次项、或者三⾓函数等等，确实是⾮线性的。
为了简单起⻅，假设 是常量，这样可以得到⼀个LTI模型（线性时不变）便于控制系统设计求解。

再者，LTI系统可以⽤⼀个LPV系统（线性变参数系统（Linear parameter-varying System, LPV））去替换，具体怎
么替换呢？（书本3.4节）

定义完 和 之后，往（0.31）的状态⽅程⾥⾯套就⾏了，左边⽤ 和 替换，右边改⼀下，新的状态⽅程如下：

这样⼀来，⽅向控制问题就转化为了（0.45）的系统稳定的问题（始终记住以上模型是基于纵向速度 恒定情况下

的模型），如果加上路⾯斜坡的因素，那么模型可以进⼀步写为：

⾄此，运动学模型和动⼒学模型给出，⼀定要注意模型的假设条件。

apollo代码中应该是不考虑倾斜得情况得，也就是公式（0.45），写成简洁的形式就是说：

=ë1 + V −(ÿ xψ̇) =
R

Vx
2

+ÿ V − (0.40)x (ψ̇ ψ̇des)

e =2 ψ− ψ (0.41)des

e2 e1 Vx

=ė1 +ẏ V (ψ−x ψ ) (0.42)des

Vx

=ė1 +ẏ V dt∫ xe2̇

Vx
Vx
Vx

e1 e2 e1 e2

Vx

=ėrr Ae +rr Bu+ Cψ̇des
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这个形式还不是很符合LQR的形式，是因为多了尾巴的 ，这⾥⽤LQR的时候，先不管 ，因为它是⽤前

馈来补偿的。

0.4 LQR算法

1. 离散化：

2. 求解Riccati⽅程：

3. 求解：

4. 最优控制输⼊：

0.5 误差计算
假设汽⻋当前点为 ，其在连续期望轨迹上的投影点为 。误差如下图所⽰：

在连续条件下，投影点即为⽬标点，误差计算公式如下：

Cψ̇des Cψ̇des

=ėrr Ae +rr Bu

err(k + 1) = err(k) +Ā u(k)B̄

P = Q+ P −Ā⊤ Ā P R+ P PĀ⊤ B̄ ( B̄⊤ B̄)
−1
B̄⊤ Ā

K = − R+ P P( B̄⊤ B̄−1) B̄⊤ Ā

u =k −ke (k)rr

x xr

e =d − ⋅(x xr) (05.1)ny

=eḋ ∣ ∣ sin θ − (05.2)v ( θr)

e =φ φ− θ (05.3)r

=eφ̇ −φ̇ k (05.4)ṡ
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0.6 ⼆维坐标系旋转变换
在系统计算中，不可避免地涉及到⻋体坐标系和⼤地坐标系下坐标的相互转换。对于平移变换来说，只需要简单的

加减即可，因此主要讨论⼆维坐标系的旋转变换。

如图，直⾓坐标系旋转 ⾓度后，新旧坐标系变换公式为：

所以⼆维坐标旋转变换矩阵为：

假设存在平移 ，则：

1. 算法详细框架
给总图：横向控制算法总共包括6个模块。

θ

x = x cos(θ) + y sin(θ) = x cos(−θ) − y sin(−θ)′

y = −x sin(θ) + y cos(θ) = x sin(−θ) + y cos(−θ)′

B = =[
cos(θ)
− sin(θ)

sin(θ)
cos(θ) ] [

cos(−θ)
sin(−θ)

− sin(−θ)
cos(−θ) ]

T

=(
x′

y′
) B +(

x

y
) T (06.1)
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💡 注：⼀下算法流程中⼩写代表⼤地坐标系，⼤写代表⻋体坐标系

1.1 A,B计算模块
输⼊：⻋体坐标的x轴速度，⻋体物理参数，包括前后轴距，⻋体侧偏刚度，转动惯量等。

输出：动⼒学模型中的A、B矩阵模块。

具体原理（过程）：具体推导看第⼀部分公式2.45.

1.2 LQR模块
输⼊：Q,R矩阵，动⼒学模型中的A,B矩阵

输出：增益矩阵K

具体原理（过程）：这⾥⽤的是离散LQR控制

1.3 前馈计算模块
输⼊：⻋体坐标的x轴速度

输出：控制的前馈项

具体原理（过程）：具体推导⻅基础知识部分公式2.45

1.4 误差计算模块
输⼊：

当前⻋体信息：

⽬标点信息：

输出：

⻋在规划轨迹上投影点处曲率：

x,y,ϕ, ,V ,Vϕ̇ x y

x ,y , θ ,kr r r r

k
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误差：

具体原理（过程）：

由于在实际规划中，规划轨迹为离散点，不再是离散曲线，这也就意味这⽬标点与投影点不再等同，如下图所⽰：

以下为离散轨迹实际计算过程，主要是对公式05.1、05.2、05.3、05.4的改写。

Step1:

Step2:

Step3:

Step4:

Step5:

Step6:

err

=τ (
cosθr
sinθr

)

=n (
−sinθr
cosθr

)

d =err (
x− xr
y− yr

)

e =d ⋅nT derr

e =s ⋅τT derr

θ =r
′ θ +r k ⋅r es

=ėd ∣ ∣ sin θ − θ ∣= V cos φ− θ + V sin φ− θV ( r y ( r) x ( r)
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Step7:

Step8:

Step9:

Step10:

最终，输出 ，道路曲率 

1.5 当前⽬标计算模块

💡 注：⼩写代表⼤地坐标系，⼤写代表⻋体坐标系

输⼊：

前瞻时间：t

当前⻋体信息：

：⼤地坐标系下x⽅向速度

：⼤地坐标系下y⽅向速度

：⼤地坐标系下汽⻋x坐标

：⼤地坐标系下汽⻋y坐标

：yaw

⻋道线信息：

id_1: 

id_2: 

输出：

⽬标点信息（ ）

具体原理（过程）：

坐标系转换⻅公式05.1

计算⻋体坐标系下⻋速：

e =ϕ ϕ− θr

=ṡ =
1 − k ⋅ er d

V cos θ − θ( r)
1 − k er d

V cos φ− θ − V sin φ− θx ( r) y ( r)

=eϕ̇ −ϕ̇ k ⋅r ṡ

k = kr

e =rr [e , , e , ]d eḋ ϕ eϕ̇ k

vx

vy

x0

y0

ϕ

y =1 c +0
1 c x+1

1 c x +2
1 2 c x3

1 3

y =1 c +0
2 c x+1

2 c x +2
2 2 c x3

2 3

x ,y , θ ,kr r r r

V ,Vx y
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计算前瞻距离：

计算 :

计算 ：利⽤对中⼼曲线求导

计算中⼼线对应半径：

计算

1.6 最终输出
输⼊：增益k，前馈量，误差

输出：输出控制量u

具体原理（过程）：

2. 注意事项

2.1 ⽬标点计算
全局误差容易计算反，做好⼆维的坐标变换

V =x v ×x cosϕ+ v ×y sinϕ

V =y v ×y cosϕ− v ×x sinϕ

D ,Dx y

D =x V ×x t

D =y 0.5 × (c +0
1 c ) +0

2 0.5 × (c +1
1 c ) ×1

2 D +x 0.5 × (c +2
1 c ) ×2

2 (D ) +x
2 0.5 × (c +3

1 c ) ×3
2 (D )x 3

x ,yr r

x =r D ×x cosϕ−D ×y sinϕ+Dx

y =r D ×y cosϕ+D ×x sinϕ+Dy

θt

θ =r ϕ+ atan(0.5 × (c +1
1 c ) +1

2 (c +2
1 c ) ×2

2 D +x 3 × (c +3
1 c ) ×3

2 (D ) )x
2

Rm

R =l 2 × c2
1

1

R =r 2 × c2
2

1

R =m 0.5 × (R +l R )r

kt

k =r
Rm

1

u = −ke +rr δf
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⽬标点和全局坐标X轴的夹⾓theta，范围是【0-2pi】，theta的计算，为什么要往前看呢？直接算就⾏了。theta 
= yaw + atan(c1)

预测模块时间取0.1，之前应该取⼤了

2.2 误差计算
误差计算当中的vx和vy是⻋辆坐标系下的速度

航向⾓误差的导数的计算，⽬前是差分

2.3 前向控制
注意⻋轮转⾓和⽅向盘转⾓，加⼀个简单的闭环

2.4 LQR
Q和R矩阵的取值，之前⽐较⼩，取的Q = [1,1,1,1],  R = 10

R越⼤，越平滑，但是可能跟踪效果⼀般

Q越⼤，跟踪效果越好，但是越不平滑


